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Розглянуто акустичні коливання в моделі двовимірної прямолінійної смужки графену. Розраховано 
дисперсійні криві обмежених акустичних фононів гібридних мод для різних ширин графенового квантового 
дроту. 
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Вступ 

Моноатомний шар вуглецевих атомів, що 
утворюють гексагональну двовимірну кристалічну 
гратку (графен), у даний час є предметом 
інтенсивних досліджень [1-3]. Графен має велику 
механічну жорсткість, добру теплопровідність та 
електропровідність, що роблять його перспективним 
матеріалом для використання в різних приладових 
пристроях. Зокрема, його розглядають, як майбутню 
основу наноелектроніки і можливу заміну кремнію в 
інтегральних мікросхемах. Більшість робіт 
присвячено цікавим електронним властивостям 
безмежного графену як двовимірного газу 
безмасових діраківських ферміонів [2]. В [3] 
проведено порівняльне дослідження дисперсії 
фононів графіту і графену. Останній можна уявляти 
як одну площину графіту, відокремлену від 
об‘ємного кристала. 

В роботах [4-6] досліджені електронні стани в 
обмежених смужках графену. В [6] розглянуто різні 
моделі графенового дроту. На даний час немає 
детальних досліджень спектра акустичних фононів в 
моделі прямолінійного графенового дроту, який є 
необхідним для багатьох задач фізичної кінетики. В 
даній роботі згадана модель використовується для 
чисельного визначення законів дисперсії 
акустичних фононів при різних ширинах смужки 
графену. 

 

I. Зміщення і напруження для 
акустичних коливань в моделі 
прямолінійної смужки графену 

Розглянемо плоский графеновий дріт з 
необмеженою довжиною в напрямку осі х і 
шириною 2d в напрямку осі у ( L / 2 x L / 2− ≤ ≤ , 

d y d− ≤ ≤ , L 2d ). Складові вектора зміщень u 
шукаємо у вигляді: 

i (x ct )
x 1 2 2

1

1u i A cos(k y) k B cos(k y) e
k

γ −⎛ ⎞γ
= − +⎜ ⎟γ⎝ ⎠

, (1) 

 ( ) i (x ct )
y 1 2u A sin(k y) Bsin(k y) e γ −= + , (2) 

де 2 /γ = π λ , λ  – довжина хвилі, γ  – складова 
хвильового вектора в напрямку осі х дроту, с – 
фазова швидкість звуку. 
 2 2 2

1 dk [(c / c ) 1]= γ − , (3) 
 2 2 2

2 sk [(c / c ) 1]= γ − , (4) 

dc  і sc  – швидкості поздовжнього і поперечного 
звуку в необмеженому графені. Оскільки в нашій 
моделі ми вважаємо, що моношар графену жорстко 
пов‘язаний з підкладкою в нормальному напрямку 
до площини графену, то складова зміщення uz=0 [7]. 
Для ліній, які обмежують смужку в напрямку осі у, 
маємо «вільні» граничні умови, які вимагають 
нульових  значень  компонент  тензора  напружень  
 yy 0σ = , xy 0σ =  при y d= ± . (5) 
Тензор напружень ikσ  визначається через тензор 
деформації iku  згідно [8] 
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 ik ik ll ik
E u u u

1 1 2
σ⎛ ⎞σ = +⎜ ⎟+ σ − σ⎝ ⎠

, (6) 

де Е – модуль Юнга, σ – коефіцієнт Пуассона; в (6) 
підсумовування відбувається за «німим» декартовим 
індексом l. Для випадку малих деформацій тензор 
деформації 

 i k
ik

k i

u u1u
2 x x
⎛ ⎞∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
. (7) 

З граничних умов (5) з урахуванням (6), (7) 
випливає лінійна система однорідних рівнянь для 
амплітуд А і В розглянутих мод акустичних 
коливань: 
 2 2

2 1 1 2 2A( k ) cos(k d) 2Bk k cos(k d) 0− γ − + = , (8) 
 2 2 2

1 2 22 A sin(k d) B( k ) sin(k d) 0γ + γ − = , (9) 
звідки маємо, що 

 
2

1
2

2 2

sin(k d) 2B A
sin(k d) k2

γ
= − ⋅

γ −
. (10) 

II. Рівняння для законів дисперсії 
обмежених акустичних фононів 
прямолінійної смужки графену 

З умови квантування акустичних фононних мод 
з вектором зміщення u 

 
L / 2 d

* *
x x y y

L / 2 d

1 dxdy(u u u u )
2Ld 2M γ− −

+ =
ω∫ ∫  (11) 

знайдемо для амплітуди Aγ : 

 2 2A
M Bγ

γ γ

=
ω

,  (12) 

де cγω = γ  – частота моди з хвильовим вектором γ , 
М – маса дроту. Вираз Bγ  в (12) визначається 
формулами (П1)-(П3) роботи [9], де він відповідає у 
тривимірному випадку наближенню ширинних мод 
[10] прямокутного дроту. 
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Рис. 1. Дисперсійні криві для найнижчих мод акустичних фононів (m = 1, 2, ..., 6) прямолінійної смужки 

графену при ширинах 2d, рівних: a) 20Å, b) 40Å, c) 80Å, d) 100Å. 
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Закони дисперсії γω  визначимо з умови 
існування нетривіального розв‘язку системи рівнянь 
(8), (9) для амплітуд А і В (при 2k 0≠ ). Дисперсійне 
рівняння має вигляд 

 
( )
( ) 2

tg

(0.5 )tg

π Χ −Ψ Ψ Χ−Ψ δΧ −Ψ
= −

Χ −Ψπ δΧ −Ψ
,  (13) 

де 

  sc
dγ

π
ω = Χ , 

d
π

γ = Ψ ,  (14) 

 2
s d(c / c ) (1 2 ) / 2(1 )δ = = − σ −σ . (15) 

Існують кратні розв‘язки рівняння (13) для 
частоти обмежених фононів m mcγω = γ  (m = 1, 2, ...)  
при фіксованому γ з можливою дисперсією фазової 
швидкості mc ( )γ , характерною для гібридних мод, 
що поєднують одночасно поздовжні і поперечні 
складові  вектора зміщень u. На рис. 1 а, b, c, d 
наведено розраховані з (13)-(15) дисперсійні криві 
найнижчих мод ( m = 1, 2, ... 6) гібридних 
акустичних фононів прямолінійної смужки графену 
з різними ширинами 2d = 20Å, 40Å, 80Å, 100Å. 

Чисельні значення швидкстей звуку для безмежного 
графену отримано нами з даних роботи [3]: 

6
sc 1.28 10= ⋅ см/с, 6

dc 2.12 10= ⋅ см/с, 0.36δ = , 
0.22σ ≈ . 

Висновки 

Визначені квантово-розмірні обмеження для 
акустичних фононів у прямолінійній смужці 
графену пов‘язані з одночасним врахуванням 
поздовжніх і поперечних зміщень, з можливою 
дисперсією фазової швидкості при достатньо 
великих хвильових векторах і з істотною 
залежністю спектра фононів від ширини смужки. 
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The acoustic vibrations into the model of two-dimensional straight-line graphene nanoribbon have been 

considered. The dispersion curves for the confined acoustic phonons of the hybrid modes for the different widths of 
graphene quantum wire have been calculated. 

 
 
 
 


