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Розглянуто акустичні коливання в моделі прямокутного квантового дроту з вільною поверхнею. 
Розраховано дисперсійні криві обмежених акустичних фононів для гібридних "ширинних" і "товщинних" мод 
в прямокутному дроті GaAs. Крім дисперсії фазової швидкості, характерним для гібридних мод є наявність 
одночасно поздовжніх і поперечних компонент вектора зміщень. Визначено енергетичний спектр акустичних 
фононів для різних поперечних розмірів дроту з GaAs. 
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Вступ 

Досягнення сучасних технологій зробило 
актуальним дослідження різноманітних фізичних 
властивостей мезоскопічних і наноструктурних 
матеріалів. Квантовий напівпровідниковий дріт на 
основі GaAs є одним із перспективних об'єктів для 
досліджень і прогнозованого практичного викорис-
тання. Найбільш вивчені електричні і оптичні 
властивості одномірного квантового дроту, а також 
дроту циліндричної геометрії (електропровідність, 
квантовий ефект Холла, спектр оптичних фононів, 
поглинання світла). На даний час немає детальних 
досліджень випадку прямокутного квантового 
дроту, зокрема, спектра акустичних фононів, який є 
необхідним для багатьох задач фізичної кінетики. 
Метою даної роботи є визначення законів дисперсії 
акустичних фононів в прямокутному квантовому 
дроті GaAs різних поперечних перерізів. 

I. Зміщення і напруження для 
акустичних коливань 
прямокутного дроту 

Отримані нижче результати стосуються моделі 
прямокутного дроту з вільною поверхнею і 
необмеженою довжиною в напрямку осі z, 
товщиною 2а вздовж осі х і шириною 2d в напрямку 
осі у. Початок координат обрано в площині ху, в 
геометричному центрі поперечного перерізу 
прямокутного дроту (-а ≤ х ≤ а, -d ≤ х ≤ d ). Точного 
аналітичного розв'язку задачі теорії пружності для 
довільної прямокутної геометрії дроту не існує. 
Скористаємось ефективним методом Морса (див., 
напр., [1,2]) наближеного розділення змінних, 
справедливого для випадку ( d / a ) ≥ 2. При цьому 
акустичні моди поділяють на "ширинні" і 
"товщинні". Складові вектора зміщень "ширинної" 
моди шукаємо у вигляді: 
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де γ = 2π / λ, λ – довжина хвилі, γ – складова 
хвильового вектора в напрямку осі z дроту, с – 
фазова швидкість звуку, 
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cd і cs – швидкість поздовжнього і поперечного 
звуку. Для вільної поверхні дроту "ширинні" моди 
визначаються відповідними граничними умовами: 
нульовими значеннями компонент тензора 
напружень [3] 
 yyσ , xyσ  і zyσ   при dy ±=   (5) 
і 
 xxσ , yxσ  і zxσ  при ax ±= , (6) 
при цьому розглядається випадок, коли в (6) для 
"ширинних" мод дві останні умови для yxσ  і zxσ  
при ax ±=  виконуються наближено. Тензор 

напружень ikσ  ( i, k = x, y, z ) визначається через 
тензор деформації iku  згідно [3]: 
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де Е – модуль Юнга, σ – коефіцієнт Пуассона; в (7) 
за "німим" індексом z y, ,x=  відбувається 
підсумовування. У випадку малих деформацій 
тензор деформації 
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З граничних умов (5) і формул (7), (8) випливає 
лінійна система однорідних рівнянь для амплітуд А, 
В і С "ширинних" мод: 
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Значення q можна визначити лише з однієї умови (6) 
0=σ

±= axxx , оскільки для випадку ( d / a ) ≥ 2 вже 
наближено виконуються дві інші умови 

0≈σ
±= axyx  і 0≈σ

±= axzx . Тоді 

 π= nqa ,  ..., 2, 1, ,0=n  (12) 
і основній "ширинній" моді відповідає 0=n , тобто 

0=q . 
Складові вектора зміщень v  для "товщинних" 

мод наведено в роботі [2] (форм. (4)-(8), де 
розглянуто електрон-фононне розсіяння в прямокут-
ному квантовому дроті): 
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Аналог величини q для "товщинних" мод визна-
чається рівністю 
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і основній моді відповідає значення 0=n , тобто 
dq 2/π= . При ( d / a ) ≥ 2 умові (16) відповідає 

точне виконання 0=σ
±= dyyy  і наближене – двох 

інших рівностей 0≈σ
±= dyxy  і 0≈σ

±= dyzy . 

Амплітуди "товщинних" мод визначаються 
нульовими значеннями компонент тензора 
напружень 
 xxσ , yxσ  і zxσ  при ax ±= . (17) 

II. Квантування і закони дисперсії 
обмежених акустичних фононів у 
прямокутному дроті GaAs 

Умова квантування акустичних фононних мод з 
векторами зміщень u і v має вигляд [2] 
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де ωγ = γc – частоти "ширинної" або "товщинної" 
моди з хвильовим вектором γ, М – маса 
прямокутного дроту, 
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Використовуючи рівняння (9)-(11), знаходимо 
вирази для амплітуд "ширинних" мод В і С через А: 
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З (18) з урахуванням (1)-(3), (13)-(15) і (19)-(21) 
отримаємо для амплітуди 
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де вирази )(wBγ  і )(thBγ  для найнижчої "ширинної" і 
"товщинної" мод наведено в Додатку (форм. (Д.1)-
(Д.7)). 

Умова існування нетривіального розв'язку 
лінійної системи однорідних рівнянь (9)-(11) при 
k2 ≠ 0 дає можливість визначити закони дисперсії 
обмежених акустичних фононів у прямокутному 
квантовому дроті:  
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де для "ширинних" мод 
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Для "товщинних" мод в (24) слід провести заміну 
d → a. В форм (23) ==δ 2)/( ds cc  

)1(2/)21( σ−σ−= . Завдяки періодичності триго-
нометричних функцій в (23) існують кратні 

розв'язки для частоти обмежених фононів ωγm = cmγ  
(m = 1,2,…) при фіксованому γ і n (тобто q). На 
рис. 1 a, b, c, d, e, f наведено дисперсійні криві, 
розраховані з (23) і (24) для найнижчих "ширинних" 
(при q = 0, m = 1,2,…,6) і "товщинних" мод (при 
q = π / 2d, m = 1,2,…,6) гібридних акустичних 
фононів прямокутного хвилеводу – квантового 
дроту з поперечними розмірами 28,3Å×56,6Å, 
28,3Å×84,9Å, 28,3Å×113,2Å, 50Å×100Å, 50Å×150Å, 
100Å×200Å (cd = 5,3·105 см/с, cs = 3,0·105 см/с [4,5]). 
Крім дисперсії фазової швидкості cm(γ), 
характерним для гібридних мод є наявність 
одночасно поздовжніх і поперечних компонент 
вектора зміщень (u і v, див. форм. (1)-(3), (13)-(15)). 
На рис. 1 "ширинні" моди розташовані при нижчих 
енергіях, ніж "товщинні" моди, як і повинно бути 
[1,2], оскільки ширина є більшою за товщину 
розглянутих дротів. 

Висновки 

1.  Підтверджено існування системи "ширинних" і 
"товщинних" мод хвильоводу в моделі 
прямокутного дроту. 
2.  З'ясовані характерні особливості спектра 
ωγm = cmγ (m = 1,2,…) гібридних обмежених 
акустичних фононів: наявність одночасно 
поздовжніх і поперечних компонент вектора 
зміщень, дисперсії фазової швидкості cm(γ), 
залежних від геометричних розмірів дроту. 
3.  Визначені дисперсійні криві для найнижчих 
"ширинних" і "товщинних" акустичних мод в 
прямокутному дроті GaAs свідчать про важливість 
квантово-розмірних обмежень для фононів дроту. 
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де jk  визначаються форм. (4) при 0=q . 
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Рис. 1. Дисперсійні криві для найнижчих "ширинних" і "товщинних" мод акустичних фононів 

(m=1,2,…6) квантового дроту GaAs: а)28,3Å×56,6Å; b)28,3Å×84,9Å; c) 28,3Å×113,2Å; d)50Å×100Å; 
e)50Å×150Å, f)100Å×200Å. Суцільні лінії – "ширинні" моди, пунктирні лінії – "товщинні" моди. 
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в (Д.5)-(Д.6) jk  визначаються форм. (4) при dq 2/π= . 
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The acoustic vibrations into the model of rectangular quantum wire with free surface have been considered. The 
dispersion curves for the confined acoustic phonons of the hybrid width and thickness modes in rectangular GaAs 
wire have been calculated. Besides the dispersion of phase velocity, the simultaneous existence of the longitudinal 
and transverse vector components of displacements is characteristic of the hybrid modes. The energy spectrum of 
acoustic phonons has determined for the different cross-sectional dimensions of GaAs wire. 


