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Розраховано розподіл температури і потенціал Лукоша в термоелектрично анізот-

ропній пластині. Пояснено виникнення поперечного перепаду температури, а також 
ефект охолодження однієї з торцевих граней. 
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У двовимірному анізотропному середо-
вищі при наявності в ній стаціонарних теп-
лових потоків мають місце вихрові термо-
електричні струми (ВТС) [1-4]. Дослі-
дження ВТС навіть у найпростішому випа-
дку, коли середовище однорідне й анізот-
ропне тільки за термоерс, тобто термоелек-
трично анізотропне (ТА), пов’язане із зна-
чними математичними труднощами: необ-
хідно спільно розглядати узагальнене рів-
няння теплопровідності і рівняння непере-
рвності,  і в цьому їхня основна складність. 
При цьому в рівнянні теплопровідності не 
враховуються члени, що представляють 
тепло Бріджмена, Джоуля і Томсона на тій 
підставі, що ВТС малі. Такий підхід при-
зводить до того, що теплова частина задачі 
розглядається окремо від електричної, що 
й у більшості випадків  виправдовує себе. 
Однак, на нашу думку, цю методику необ-
хідно застосовувати обережно, щоб не за-
лишити без уваги яке-небудь явище, хара-
ктерне для анізотропного середовища. У 
даній статті мова йде про такий ефект, ви-

пущений саме із зазначеної вище причини. 
Розглянемо ТА кристалічну пластину, 

кристалографічна вісь якої нахилена до ла-
бораторної осі під кутом θ  (рис. 1). Нехай 
грані y = 0, x = b термостатовані при тем-
пературах Т0 і Тb відповідно, а бічні грані 
x = 0 і х = a адіабатично ізольовані від зов-
нішнього середовища, a і b – розміри плас-
тинки по осях х і y відповідно, 1 і 2 – тер-
мопари. Якщо виходити з того, що для од-
норідного, з не залежною від температури 
теплопровідністю ТА середовища теплова 
частина задачі записується у вигляді  
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де останні дві умови є адіабатичною ізоля-
цією бічних граней, то розподіл темпера-
тури в об’ємі пластини лінійний 
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і вихрових струмів при цьому не спостері-
гається. У дійсності цей результат не  за-
довольняє умовам нашого експерименту, 
тобто термопари 1 і 2, розташовані на лінії 
паралельній осі х, показують різні темпе-
ратури (рис. 1). При цьому одна з темпера-
тур менше T0, наприклад, T2 < T0, а T1 > T0 
(Tb > T0), тобто має місце охолодження. 
Цей факт можна пояснити тільки перемі-
щенням електричних зарядів, тобто в на-
шому випадку – наявністю ВТС. Тому не-
обхідно врахувати цей ефект. 

Для однорідного, з не залежними від 
температури кінетичними коефіцієнтами 
ТА середовища, узагальнене рівняння теп-
лопровідності записується так [3,4] 
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де χ і ρ – питомі теплопровідність і опір; 
α12 = ∆α/2, ∆α – анізотропія  коефіцієнта 
термоерс; j1 і j2 – компоненти густини ВТС. 
При написанні (1) прийнято, що θ = 45°, це 
дає для тензора термоерс α11 = α22, 
α12 = α21 = ∆α/2. 

Запишемо далі вирази 

 
1 1 11 12

2 2 12 22

1 ,

1 ,

T Tj E
x y

T Tj E
x y

α α
ρ

α α
ρ

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (2) 

де 1 2,    EE
x y
ϕ∂ ∂ϕ

= − = −
∂ ∂

, ϕ –

електростатичний потенціал і, виключив-

ши з (2) за допомогою рівності 
x

E
y
E 21

∂
∂

=
∂
∂  
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одержимо рівняння відносно Н(x,y) 
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Підставивши в рівняння (1) замість j1 і 
j2 їхні вирази через Н, одержимо: 
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Перший член є тепло, що виділяється в 
одиниці об’єму пластини за рахунок теп-
лопровідності, другий і третій – теплоти 

Бріджмена і Джоуля від ВТС. 
Розглянемо далі граничні умови. „Елек-

тричні” граничні умови представимо як 
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Рис. 1. Термоелектрично анізотропна  
пластинка. 
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( ), 0H x y
Γ
= ( на границі). Це означає умо-

ву  електричної ізоляції бічних граней [1-
4].Теплові граничні умови – дві ізотерміч-
них Т(х,0) = Т0 і T(x,b) = Tb, і дві адіабати-
чних  
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у яких другі члени під інтегралами опису-
ють тепло, що виділяється внаслідок попе-
речного ефекту Пельтьє від ВТС на лівій і 
правій бічних гранях відповідно, а інтегру-
вання означає, що сумарне тепло,яке над-
ходить на грань ззовні дорівнює нулю. Як 
випливає з викладеного, задача є неліній-
ною, але має аналітичний розв’язок. 

Розв’язок рівняння (4) без теплот Брі-
джмена і Джоуля представимо у вигляді 
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де bnn π=δ , An і Bn – постійні інтегру-
вання. Вираз (7) задовольняє ізотерміч-

ним граничним умовам. Підставляючи (7) 
у (3), одержимо: 
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Розв’язок (8) будемо мати у вигляді 
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Підставивши (9) у (8), одержимо насту-
пне рівняння 
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а його розв’язок 
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де Fn і Gn – постійні інтегрування. 
Визначення постійних An, Bn, Fn і Gn 

здійснюється з адіабатичних умов (5), (6) 
і граничних умов 
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В явному вигляді граничні умови (5), 
(6) і (10) після нескладних математичних 
перетворень записуються як 
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З перших двох рівнянь знаходимо: 
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Підставивши Fn і Gn у два інших , оде- ржимо систему рівнянь відносно An і Bn:  
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ність. Запишемо ці  рівняння у вигляді 
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де коефіцієнти a, b, c, d, e, a1, b1, c1, d1, e1 – 

дійсні величини. 
З першого рівняння знаходимо 
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Це рівняння четвертого ступеня, 
розв’язок якого можна представити в ана-
літичному вигляді [6]. Однак через надзви-
чайну громіздкість аналітично представля-
ти його не має змісту. Для нашого дослі-
дження важливо, що An і Bn відмінні від 
нуля, що пояснює виникнення поперечного 
перепаду температури і зв’язаний з цим 
ефект охолодження однієї з граней анізот-

ропної пластини дією поперечного ефекту 
Пельтьє в результаті протікання ВТС.  
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The distribution of temperature and Lukosh potential of thermoelectric anisotropic plate 

have been calculated. The arising of the transverse temperature difference and the cooling ef-
fect of one of the end face plate has been explained. 


