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Вступ 

1. У [1] приведений огляд літературних джерел 
інформації, що описують методи, параметри, 
математичні та фізичні моделі опису нанометричної та 
мікрометричної шорсткості поверхонь твердих тіл за 
допомогою теоретико-математичних моделей, при 
цьому особливо продуктивним виявилося 
використання теорії випадкового поля [2, 3]. 

2. Для математичного опису статистично 
однорідної ізотропної поверхні в [4–9] при дослідженні 
поверхні океану при хвилюванні і в [10] при вивченні 
ізотропної поверхні твердого тіла застосували 
випадкову функцію для двох змінних z=z(x,y), яка має 
автокореляційну функцію (АКФ) R(x,y) [10]. 

Лонґет-Гіґґінс отримав співвідношення для 
щільності піків анізотропної ґауссовської поверхні [7, 
8], а в [4] розглядає питання про кутові коефіцієнти та 
ґрадієнти такої поверхні. 

Найяк [10] отримав математичні вирази для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин, 
середньої кривини у вершині та ґрадієнт ізотропної 
поверхні, а також висоти та кривини піків і кутовий 
коефіцієнт профілоґрами цієї ж поверхні. Крім того, 
Найяк [10] розглянув методику знаходження моментів 
спектральної щільності ізотропної поверхні за однією 
профілоґрамою, яка виміряна у довільному напрямку, а 
також показав відмінності щільності ймовірностей 
висот вершин поверхні і піків профілоґрами від 
очікуваних значень, кривин вершин поверхні та 
кривин піків профілоґрами [10]. Найяк [10] показав на 

значну статистичну різницю між даними профілоґрами 
та поверхні, яка зростає по мірі зміни параметра 
широкосмужності α від ∞ до 1,5. Встановлена 
відмінність статистичних характеристик поверхні та 
профілоґрами, ймовірно, суттєва і для анізотропної 
поверхні. 

3. Подальший розвиток ці підходи для 
математичного опису анізотропних та ізотропних 
моделей шорстких поверхонь за допомогою теорії 
випадкового поля та контактних явищ отримали в 
роботах Айнбіндера [11], Семенюка [12–36] та Сіренка 
[36–46], зокрема в [12, 36] отримані математичні 
вирази для щільності ймовірностей розподілу висот 
вершин нано- та мікронерівностей анізотропних 
шорстких поверхонь, з яких витікали аналогічні 
результати Найяка [10] для ізотропних поверхонь, при 
цьому автори [12, 36] використали модель випадкового 
поля шорсткої поверхні, не пов’язуючи її з АКФ 
якогось певного виду і не використовуючи 
припущення, які прийняті для опису поверхні 
одномірними випадковими функціями або поверхні з 
сильною анізотропією і орієнтованими 
мікронерівностями, а також, не припускаючи певної 
форми нерівностей, в [12, 36] отримано 
співвідношення для щільності ймовірності висот 
вершин. 

І. Загальні означення 

1. Нехай анізотропна шорстка поверхня описана 
рівнянням: 

mailto:sirenkog@rambler.ru
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z = z(x, y),    (1) 
де z – випадкова функція для двох змінних х і у 

(випадкове поле); 
 х, у – декартові координати на середній площині 
висот шорсткої поверхні. 
Але разом з тим статистичні характеристики 

поверхні залежать від напрямків θ = arctg(ky/kx) та 
інваріантні до переміщення початку координат на 
поверхні (однорідна поверхня). 

Випадкова функція z, яка описує таку шорстку 
статистично однорідну анізотропну поверхню, має 
автокореляційну функцію R (x, y) і допускає її 
спектральний розклад Фур’є Ф (kx, ky) на гармонійні 
компоненти, де kx, ky – компоненти хвильового 
вектора k , який дорівнює k = 2π / λ з довжиною хвилі 
λ. 

2. Моменти спектральної щільності. Завдяки 
статистичній однорідності випадкової поверхні її 
характеристики можна виразити через моменти 
спектральної щільності mpq або їх інваріантні 
комбінації. Спектральна щільність (СЩ) Ф (kx, ky) має 
вигляд [8, 10]: 
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де автокореляційну функцію (АКФ) за визначенням 
[8, 10] запишемо так: 
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Якщо шорстка поверхня ізотропна, то функція 

R (x, y) залежить лише від змінної 22 yxr +=  і не 
залежить від полярного кута θ = arctg(у/х). Зворотне 
перетворення Фур’є записується так [8]: 
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З виразу (3) видно, що R (0, 0) = σ2, де σ2 – 
дисперсія, а σ – середнє квадратичне (стандартне) 
відхилення висоти нерівностей [8, 10]. Тому з (4) 
витікає [8, 10]: 
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Φ= yxyx dkdkkkσ  (5) 

Вираз (5) відбиває те, що функція Ф (kx, ky) 
визначає той внесок у величину дисперсії σ2, які 
додають різні спектральні компоненти, що 
відповідають хвилям з хвильовим числом k і 
довжинами [8]: 

k/2πλ =    (6) 
та напрямками [8]: 

. )/( yx kkarctg=θ   (7) 

Для ізотропних поверхонь функція Ф залежить 
тільки від змінної k ≡ | k |. 

Моменти СЩ визначаються так [8, 10]: 
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де Re – дійсна частина числа. 
Згідно (8) маємо: m00 = σ2. 
3. Вирази для АКФ через mpq-моменти СЩ із 

співвідношень (8) за [12] мають вигляд: 
• анізотропна поверхня: 

;),()0,0( 00
002 mdkdkkkkkR yxyxyx∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

=Φ==σ

;),(∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+

Φ=
∂∂

∂
yx

q
y

p
xyxqp

qp
dkdkkkkk

yx
R

;0)0,0( =
∂
∂

x
R

 ;0)0,0( =
∂
∂

y
R

 

;),()0,0( 20
02

2

2
mdkdkkkkk

x
R

yxyxyx −=Φ−=
∂
∂

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

;)0,0( 11

2
m

yx
R

−=
∂∂

∂
 ;)0,0( 022

2
m

y
R

−=
∂
∂

 ;0)0,0(3

3
=

∂
∂

x
R

 

;0)0,0(2

3
=

∂∂
∂

yx
R

 ;0)0,0(2

3
=

∂∂
∂

yx
R

 ;0)0,0(3

3
=

∂
∂

y
R

 

;)0,0( 404

4
m

x
R

=
∂
∂

 ;)0,0( 313

4
m

yx
R

=
∂∂

∂
 ;)0,0( 2222

4
m

yx
R

=
∂∂

∂
 

;)0,0( 133

4
m

yx
R

=
∂∂

∂
 .)0,0( 044

4
m

y
R

=
∂
∂

 

• ізотропна поверхня: 
m00=m0; m20=m02=m2; m11=m13=m31=0; 3m22=m40=m04= 
=m4 [8, 10]. 

4. Загальна теорія випадкового поля викладена в 
[2, 3]. Для інтегральних перетворень використали 
[47, 48]. 

5. За [10, 12] змінні позначені так: 
z=1ε ; xz ∂∂= /2ε ; yz ∂∂= /3ε ; 22

4 / xz ∂∂=ε ; 

yxz ∂∂∂= /2
5ε ; 22

6 / yz ∂∂=ε ,       (9) 
а змінні   , , , 1εϕρ ′t  пов’язані з 1654  , , , εεεε  
рівностями: 
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де 1ε ′  – нормована (зведена, приведена, безрозмірна) 
висота; 
σ – середнє квадратичне значення висоти 
нерівностей; 
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00 =z  – середня на середній площині (х, у). 
6. Мета роботи полягала в детальному розгляді 

процедури та отримання математичних співвідношень 
очікуваних значень середньої кривини, повної 
кривини, головних кривин та співвідношення головних 
кривин у вершинах нано- та мікронерівностей 
шорстких поверхонь твердих тіл, змодельованих 
випадковим полем, та обговорення означення 
ізотропності за відомими підходами та за теорією 
випадкового поля. 

ІІ. Теоретична частина 

2.1. Середня кривина у вершинах нано- та 
мікронерівностей анізотропної та ізотропної 
шорстких поверхонь. 

1. За [10] означимо середню кривину mK  
анізотропної поверхні у будь-якій її точці як середнє 
значення головних кривин К1 та К2 у цій точці. Відомо 
[49], що сума кривин поверхні Кх та Ку у довільній 
точці, обчислених для будь-яких двох взаємно-
ортогональних напрямків, дорівнює сумі головних 
кривин [10, 12]: 
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де К1, К2 – головні кривини; 
 Кх, Ку – кривини у напрямках осей ОХ і ОУ. 
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кривина дорівнює [10, 12]: 
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де t – еквівалентна середня кривина. 
2. Використовуючи [10, 12], вираз (13) з роботи 

[36] для щільності висот вершин )( 1ε ′sumP  анізотропної 
поверхні в термінах 61,...,εε  [12] представимо так: 
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Запишемо його у вигляді [12]: 
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Δ – детермінант матриці ( ijN ): 

; 

00
00
00

0000
0000

00

)(

04132202

13223111

22314020

0211

1120

02112000



























−
−
−

−−−

=

mmmm
mmmm
mmmm

mm
mm

mmmm

Nij     (19) 

Ndet=∆ ; 50241132020012 ∆+∆−∆+∆=∆ mmmm ; 
 

 (18) 



Розподіл кривин у вершинах мікро- та нанонерівностей шорстких поверхонь… 

 917

; 
0211

1120
1 mm

mm
=∆  ; 

041322

132231

223140

2

mmm
mmm
mmm

=∆  ; 

041302

132211

223120

3

mmm
mmm
mmm

−
−
−

=∆  ; 

042202

133111

224020

4

mmm
mmm
mmm

−
−
−

=∆  

; 

132202

223111

314020

5

mmm
mmm
mmm

−
−
−

=∆ ; 

041302

132211

021100

6

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆ ; 

042202

133111

022000

7

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆  

; 

132202

223111

112000

8

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆  ; 

042202

224020

022000

9

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆  ; 

132202

314020

112000

10

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆  

. 

223111

314020

112000

11

mmm
mmm
mmm

−
−

−−
=∆  

 
3. Аналогічно (13), (15) знайдемо спільну 

щільність висот вершин та еквівалентних середніх 
кривин ),( 1 tPsum ε ′ . 

Співвідношення для щільності ймовірностей 
розподілу висот вершин ( )1ε ′p  анізотропної поверхні 
знайдемо за [10] шляхом ділення щільності висот 
вершин ( )1ε ′sumP  (15) на щільність вершин D, вираз для 
якої отримано в [4]: 
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 U1(K), E1(K) – повні еліптичні інтеґрали Лежандра 
1-го і 2-го роду [48]: 
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π

ϕ

ϕ
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 ( ) ;  sin1
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22
1 ϕϕ
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dkKE ∫ −=      (24) 

 ; 
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32
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=
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LLK       (25) 

L1 ≥ L2 ≥ L3 – корені рівняння; 

( ) , 0 

2
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2
1

2
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2
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2
1

2
1

 

401304

312213

403122

=







 −−

+−

−





 −

Lmmm

mLmm

mmLm

   (26) 

або 034 2
3 =∆−− HLL ; 

( ) , 
3

34
3
1 52

2213310440
M

mmmmmH =+−=     (27) 

де  . 34 2
22133104405 mmmmmM +−=      (28) 

Звідки за процедурою [10] отримано вираз для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин 
анізотропної шорсткої поверхні [12]: 
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(29) 

4. Аналогічно, здійснивши нормування функції 
),( 1 tPsum ε ′ , розділивши її на D, отримаємо спільну 

щільність ймовірностей змінних 1ε ′  і t: 

( ) ( ) DtPtp sum /,, 11 εε ′=′ .  (30) 

Сподіване значення середньої кривини у вершинах 
нано- або мікронерівностей висотою 1ε ′  для 
анізотропної шорсткої поверхні знайдемо таким 
чином [12]: 

( )
( )

( )
. 

 ,,,
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mKE
ϕρϕρε

ϕρϕρε

ε (31) 

Враховуючи співвідношення для спільної 
щільності ймовірностей змінних ϕρε  , ,, 1 t′  формулу 
(31) для анізотропної поверхні можна записати таким 
чином [12]: 

( ) ( )
( ) , 

1

12/1
221 ε

ε
ε

′
′

−=′
p
QmKE m   (32) 

 
  

(20) 
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де  
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)( 1ε ′p  – щільність ймовірностей висот вершин для 
нормованої висоти нерівності в точці 1ε ′  (29). 

5. Враховуючи, що для ізотропної шорсткої 
поверхні співвідношення для щільності висот вершин 
[10]: 
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(33) 
для щільності вершин [7, 10]: 
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     (34) 

де ; 02202 mmM +=  

 2 0422404 mmmM ++=  
та для щільності ймовірностей розподілу висот вершин 
[12]: 
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де );32/(1 −= ααC  ;/ 2
240 mmm=α  12

12 α
CC = ; 

      інтеґрали J0, J1, J2 приведені за [10]: 
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а інтеґрали ймовірностей похибок – за [48]: 
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тоді за формулою (32) запишемо співвідношення для 
математичного сподівання середньої кривини у 
вершині висотою 1ε ′  для ізотропної поверхні [12]: 
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У формулі (36) інтеґрал J3 приведений за [10]: 
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Для граничних значень α математичне сподівання 
середньої кривини у вершині нано- та 
мікронерівностей ізотропної поверхні дорівнює: 

• для α=1,5 ( ) ,
3
2

411 mKE m εε ′=′      (37) 

тобто залежність середньої кривини у вершині від 
нормованої висоти виступів 1ε ′  є лінійною; 

• для α→∞ ( ) ,
3
8 4

1 π
ε

mKE m =′      (38) 

тобто середня кривина однакова для всіх нормованих 
висот вершин. 
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Для нормованої середньої кривини у вершинах 
нерівностей ізотропної поверхні формули (37) та (38) 
набувають вигляду: 

• для α=1,5 
( )

;0;
3
2

11
4

1 ≥′′=
′

εε
ε

m
KE m     (39) 

• для α→∞ 
( )

.)5(504505,1
3

8

4

1 ==
′

π

ε

m
KE m   (40) 

Співвідношення для середньої кривини у 
вершинах нерівностей ізотропної поверхні у вершині 
нано- та мікронерівностей для граничних випадків 
співпадають з [10]. 

6. На рис. 1 приведена залежність нормованої 
середньої кривини ізотропної поверхні для певних 
значень параметра широкосмужності СЩ (α=1,5; 2; 3; 
4; 5; 10; ∞) від нормованої висоти 1ε ′  [10]. 

 
Рис. 1. Залежність значення сподівання нормованої 
середньої кривини у вершинах нано- та 
мікронерівностей шорсткої ізотропної поверхні 
твердого тіла при різних значеннях параметра 
широкосмужності α від нормованої висоти 1ε ′  (цифри 
біля кривих відповідають значенням параметру 
широкосмужності спектру α) [10]. 

Як видно з рис. 1, високі піки нерівностей 
шорсткої ізотропної поверхні завжди мають більшу 
сподівану середню кривину (менший радіус кривини у 
вершині), ніж низькі піки. 

2.2. Повна кривина у вершинах нано- та 
мікронерівностей анізотропної та ізотропної 
шорстких поверхонь твердих тіл. 

1. Повна кривина К визначається через 
коефіцієнти першої і другої форм Ґаусса таким чином 
[13]: 

,2

2

FQG
MLNK

−
−

=   (41) 

де величини Q, F, G, L, M, N можна виразити через 
змінні 61,...,εε  [13]: 

2
21 ε+=Q ; 32εε=F ; 2

31 ε+=G ; 2/12
3

2
24 )1( −++= εεεL ; 

2/12
3

2
25 )1( −++= εεεM ; 2/12

3
2
26 )1( −++= εεεN .    (42) 

 
Так як у вершинах нано- та мікронерівностей 

анізотропної шорсткої поверхні вірні співвідношення: 

0; 0 ; 0; 0;0 2
5646432 ≥−<<== εεεεεεε , то 

співвідношення (42) перетворюється на Q=1; F=0; G=1; 
L=ε4; M=ε5; N=ε6 і, відповідно, 2

564 εεε −=K  [13]. 
2. При переході до змінних ϕρε  , ,, 1 t′ : 
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    (43) 

отримаємо вираз для повної кривини [13]: 

)( 22
22 ρ−= tmK .   (44) 

3. Для анізотропної поверхні значення сподівання 
повної кривини ( )1ε ′EK  у вершинах нерівностей з 
нормованими висотами 1ε ′  знайдемо таким чином [13]: 
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ε  (45) 

А, враховуючи вираз для спільної щільності 
ймовірностей змінних ϕρε  , ,, 1 t′ , вираз (45) можна 
записати таким чином [13]: 
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ε
ε
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SmEK       (46) 

де )( 1ε ′p  – щільність ймовірностей розподілу висот 
вершин анізотропної поверхні для нормованої 
висоти 1ε ′  (29); 

 )( 1ε ′S – функція, значення якої залежить від 
нормованої висоти, має вигляд: 
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  (47) 

4. Для ізотропної шорсткої поверхні щільність 
ймовірностей розподілу висот вершин дорівнює (35), а 
функція )( 1ε ′S  приймає вигляд [13]: 
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(48) 
Після перетворень (48), отримуємо для ізотропної 

поверхні [13]: 
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Враховуючи вирази (35) і (49) отримаємо вираз для 
сподівання повної кривини ізотропної поверхні у 
вершині нерівності з нормованою висотою 1ε ′  [13]: 
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(50) 
5. Розглянемо граничні випадки співвідно-

шення (50) для ізотропної поверхні [13], коли: 
• α=1,5 
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(51) 

• α→∞ ( ) .
3
43241 






 −=′ mEK ε      (52) 

Для граничних випадків та нормованої 
(безрозмірної) повної кривини вершин ізотропної 
поверхні співвідношення (51) і (52) набувають 
вигляду: 

 

• α=1,5 
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(53) 
• α→∞  

( )
.130768282,2
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1 =





 −=

′
m

EK ε
  (54) 

У випадку ізотропної поверхні дослідили (рис. 2) 
[13] залежність сподівання нормованої (безрозмірної) 
повної кривини вершин ( ) 41 mEK ε ′  від нормованої 
(безрозмірної) висоти 1ε ′  при різних значеннях 
параметра широкосмужності спектру α. Як видно з 
рис. 2, повна кривина ізотропної поверхні 
збільшується із зростанням нормованої висоти вершин, 
а із зростанням показника широкосмужності спектру α 
швидкість зростання повної кривини зменшується і в 
граничному наближенні (при α→∞) ( ) 41 mEK ε ′ =const 
для всіх 1ε ′  [13]. 

 
Рис. 2. Залежність сподівання нормованої повної 
кривини у вершинах нано- та мікронерівностей 
ізотропної поверхні від нормованої висоти 1ε ′  (цифри 
біля кривих відповідають значенням параметру 
широкосмужності спектру α) [13]. 

2.3. Головні кривини у вершинах нано- та 
мікронерівностей анізотропної та ізотропної 
шорстких поверхонь твердих тіл. Означення 
ізотропності. 

1. Нехай К1, К2 – теоретичні головні кривини, 
при цьому, без втрати спільності, приймемо, що К1≤К2, 
а l=К1/К2 – теоретичне співвідношення головних 
кривин. 

Експериментально за профілоґрамами, знятими у 
двох взаємноперпендикулярних напрямках, що 
відповідають поздовжній та поперечній шорсткості 
поверхні, визначають радіуси кривин у вершинах нано- 
та мікронерівностей та розраховують їх відношення, за 
якими й приймають головні кривини та їх відношення. 

Напрямки, в яких знімають профілоґрами, 
складають певний кут θ (кут помилки) з дійсно 
головними напрямками, при цьому емпіричні кривини 
k1 і k2 за формулами Ейлера визначаються так [13]: 
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Співвідношення емпіричних головних кривин 
дорівнює [13]: 
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при цьому абсолютна помилка визначення 
співвідношення головних кривин становить [13]: 
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а відносна помилка складає [13]: 
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Ясно, що емпіричні кривини k1 і k2 та їх 
співвідношення lекс є лише статистичними оцінками 
теоретичних кривин К1 і К2 та їх співвідношень l. 

На рис. 3 показана зміна лоґарифму відносної 
похибки ΔB від лоґарифму співвідношення головних 
кривин l для кута помилки θ=1; 3; 5; 100 за цифровими 
даними [13]. 

 
Рис. 3. Зміна лоґарифму відносної похибки (lnΔB) від 
лоґарифму співвідношення головних кривин (lnl) для 
кута помилки θ=1; 3; 5; 100 (цифри біля кривих 
відповідають значенням кута похибки θ). 

Результати, що представлені на рис. 3, 
апроксимуються поліномами 6-го порядку в 
лоґарифмічних координатах (R2 – коефіцієнт апрокси-
мації) для кута похибки θ: 
• θ=10 lnΔB=–0,0013(lnl)6–0,0348(lnl)5–0,3548(lnl)4– 
    –1,7783(lnl)3–4,5208(lnl)2–6,3663(lnl)–5,7941 
    (R2=0,9986); 
• θ=30 lnΔB=–0,0013(lnl)6–0,0338(lnl)5–0,3441(lnl)4– 
    –1,7202(lnl)3–4,3618(lnl)2–6,1713(lnl)–3,5176 
    (R2=0,9988); 
• θ=50 lnΔB=–0,0013(lnl)6–0,0339(lnl)5–0,345(lnl)4– 
    –1,725(lnl)3–4,3743(lnl)2–6,1867(lnl)–2,5004 
    (R2=0,9988); 
• θ=100 lnΔB=–0,0013(lnl)6–0,0338(lnl)5–0,3438(lnl)4– 
    –1,7196(lnl)3–4,3649(lnl)2–6,1881(lnl)–1,1147 
    (R2=0,9988); 

Як видно з рис. 3, зміна співвідношення головних 
кривин від l≥0,030 (для кута помилки θ=10), від l≥0,303 
(для θ=30), від l≥0,546 (для θ=50), від l≥0,766 (для 
θ=100) експериментальний метод дає ΔB=0,819–1,630%, 
а за менших l відносна помилка значно зростає, і тим 
більше, чим більший кут помилки θ: від ΔB=3,39% до 

ΔB=60,94% при зміні l=0,008 – 0,0004 (для кута 
помилки θ=10); від ΔB=2,13% до ΔB=549,3% при зміні 
l=0,126 – 0,0004 (для кута помилки θ=30); від ΔB=2,28% 
до ΔB=1530,9% при зміні l=0,303 – 0,0004 (для кута 
помилки θ=50); від ΔB=3,92% до ΔB=6218,1% при зміні 
l=0,546 – 0,0004 (для кута помилки θ=100). 

Покажемо метод знаходження головних кривин К1 
і К2 та відношення головних кривин l=К1/К2, який не 
зв’язаний з визначенням поздовжнього та поперечного 
напрямків шорсткості поверхонь і, відповідно, кутом 
похибки θ. 

2. У вершинах нано- та мікронерівностей будемо 
мати [13]: 

• для середньої кривини за формулою (12): 

; 2/1
22 tmKm −=     

• для повної кривини за формулою (44): 

   ( ), 22
22  ρ−= tmK     

де m22 – момент четвертого порядку спектральної 
щільності анізотропної поверхні при p=2, q=2 [8, 
10, 12]; 

 t, ρ, φ – змінні, які пов’язані з 22
4 / xz ∂∂=ε ; 

yxz ∂∂∂= /2
5ε ; 22

6 / yz ∂∂=ε  співвідношеннями 
[12, 13, 36]. 
3. Використовуючи відоме співвідношення 

[13, 30, 50] між повною К, середньою mK  і головними 
кривинами К1, К2 для вершин нано- та 
мікронерівностей, отримаємо [13]: 
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4. Головні кривини і відношення головних 
кривин анізотропної поверхні у вершині нано- та 
мікронерівностей висотою 1ε ′  визначається так 
[13, 30, 50]: 
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де об’єм (простір) інтеґрування V1(t, ρ, φ) визначається 
нерівностями [12, 36]: 
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Або ці величини визначаються так [13]: 
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де функції ( )1ε ′T  і ( )1ε ′W  визначаються таким чином 
[13]: 
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(69) 
де Δ, Δ12, Δ1, …, Δ9 – визначники [12, 36]; 
 D – щільність вершин [7, 10]; 
 А1, …, А9 – вирази [12, 36]. 

5. Для ізотропної поверхні вирази для функцій 
( )1ε ′T  (68) та ( )1ε ′W  (69) набувають такого вигляду 

[13]: 
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Після інтеґрування (70), (71) отримаємо: 
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де інтеґрали J0, J1,…, J5 приведені за [10, 12, 13, 36]: 
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де );32/(1 −= ααC  ;/ 2
240 mmm=α . 12

12 α
CC =  

6. Виходячи з виразів (12), (14), (59) – (79) та 
виразів для ( )1ε ′p  і ( )1ε ′mK  для ізотропної поверхні 
[12, 13, 36] вирази для головних кривин і 
співвідношення головних кривин у вершині нано- та 
мікронерівностей ізотропної поверхні будуть мати 
вигляд [13]: 

( )

( )

; 
2321

2
2323

3
  

2110
1

431

2
1

1
0

1

1

4
1





















+′+







−

−−









−

′
++

′

×

×=′•

JJJ
C

JJJ
C

J
C

m

α
ε

π
α
ε

α
ε

ε1K

 (80) 

( )

( )

; 
2321

2
52323

3
  

2110
1

431

2
1

1
0

1

1

4
1





















+′+







−

++









−

′
++

′

×

×=′•

JJJ
C

JJJ
C

J
C

m

α
ε

π
α
ε

α
ε

ε2K

 (81) 

( ) , 
2321

22321

2110
1

52110
1

1

JJJ
C

JJJJ
C

−′+







−

+−′+







+

=′•

α
ε

π
α

ε
εl     (82) 

де m4=3m22=m40=m04 – момент четвертого порядку 
спектральної щільности ізотропної поверхні [10, 36]. 

7. Визначимо ці величини для ізотропної 
поверхні при α → ∞ за (80) – (82), тоді інтеґрали J4, J5 
приймають вигляд [13]: 
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Тоді, формули для розрахунку нормованих 
(безрозмірних) головних кривин і співвідношення 
головних кривин для ізотропної поверхні за (80) – (82) 
набувають вигляду [13]: 

• при α → ∞: 
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• при α = 1,5 співвідношення головних кривин 
дорівнює: 

( ) . 1)...3(333,01 <≈′εl               (88) 
8. Крім того, проведемо оцінку математичного 

сподівання співвідношення головних кривин 
( )1ε ′El  за двома формулами: 

1) замінюючи у виразах (59) – (61) величини К1, К2, К 
їх математичними сподіваннями, тоді при α → ∞ 
будемо мати [13]: 
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де Е – символ математичного сподівання; 
2) замінюючи у виразах (62) – (64) величини К1 і К2 їх 
математичними сподіваннями ( )11 ε ′EK  і ( )12 ε ′EK , 
тоді при α → ∞ будемо мати: 

( ) ( )
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ε
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ε
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2.4. Означення ізотропності нано- та мікро-
шорстких поверхонь твердих тіл. 

1. Існує дві точки зору на поняття ізотропності 
поверхонь: 1) при статистичній оцінці шорстку 
ізотропну поверхню визначають як поверхню, яка 
змодельована у вигляді набору сфер [51 – 59]; 
2) у низці робіт [2, 3, 60] розуміють ізотропність в тому 
смислі, як вона визначена в теорії випадкового поля. 

2. У теорії випадкового поля z = f (x, y) 
ізотропним прийнято називати поле, автокореляційна 
функція R (x, y) [1, 10, 12, 36] якого залежить лише від 
змінної r = (x2 + y2)1/2 і не залежить від полярного кута 
θ = arctg(y/x), а спектральна щільність Ф (kx, ky) [1, 10, 

12, 36] залежить тільки від змінної   kk
r

≡  [3]. 

За теорією випадкового поля, ізотропна поверхня 
уявляє собою поверхню, яка змодельована виступами, 
що відрізняються головними кривинами у вершинах 
нано- та мікронерівностей (наприклад, цю умову 
задовольняє еліпсоїдна модель), причому розподіл 
кута повороту виступів є рівномірним [3]. При такому 
означенні ізотропності на форму нано- та 
мікронерівностей не накладуються a priori певні 
обмеження. 
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3. Ці два означення ізотропності не є тотожними. 
Поверхня може бути змодельована набором сфер, а 
автокореляційна функція R (x, y) при цьому буде 
залежати від полярного кута θ. 

4. Із означення ізотропності за ідеальною 
сферичною моделлю витікає, що для ізотропної 
поверхні головні кривини та співвідношення головних 
кривин дорівнюють: 

( ) ( ); 1211 εε ′=′ KK   (91) 

( ) ( )
( ) . 1
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11
1 =

′
′

=′
ε
ε

ε
K
Kl   (92) 

5. За теорією випадкового поля для ізотропної 
моделі: 

а) за виразами (85) – (88) співвідношення головних 
кривин дорівнює: 

• при α → ∞ ( ) ; 1...464,01 <≈′εl  

• при α = 1,5 ( ) ; 1...333,01 <≈′εl  
б) за виразом (89): 
• при α → ∞ ( ) ; 1...600,01 <≈′εEl  
в) за виразом (90): 
• при α → ∞ ( ) . 1...458,01 <≈′εEl  
6. Таким чином, ідеальна сферична модель 

ізотропної поверхні, передбачаючи, що всі вершини 
нано- та мікровиступів мають вигляд сфер, приводить 
до співвідношення головних кривин ( ) 11 =′εl , а для 
ізотропної поверхні, змодельованої випадковим полем, 
отримуємо ( ) 1)600,0333,0(1 <−=′εl  (рис. 4). 

 
Рис. 4. Залежність математичного сподівання 
співвідношення головних кривин у вершині від 
нормованої висоти нано- та мікронерівностей 
ізотропної поверхні твердого тіла, описаної ідеальною 
сферичною моделлю (1) та моделлю випадкового поля 
(2-5) при широкосмужності спектру α → ∞ (2-4) та 
α = 1,5 (5). 
 

7. Ці результати доводять, що в моделі шорсткої 
поверхні у вигляді ізотропного випадкового поля 
немає місця сферичній моделі. У той же час теорія 
випадкового поля не відкидає того положення, що 
окремі вершини ізотропної поверхні можуть мати 
вигляд сфер, але показує, що всі вершини одночасно не 
можуть бути сферами. 

Величину ( )1ε ′l  можна отримати осередненням 
величин ( )1ε ′il , де ( )1ε ′il  – співвідношення головних 

кривин в і-тій вершині висотою i1ε ′ . Ясно, що ( )1ε ′l  
дорівнює одиниці тільки в тому випадку, коли всі 

( ) 11 =′εil . Так як ( ) 11 <′εl , то ізотропна поверхня, що 
змодельована випадковим полем, має вершини, для 
яких ( ) 11 <′εil , тобто має місце наявність несферичних 
виступів, наприклад еліпсоїдних. 

Висновки 

1. Використовуючи теорію випадкового поля для 
опису шорстких поверхонь твердих тіл, отримані 
математичні співвідношення для середньої, повної та 
головних кривин у вершинах нано- та 
мікронерівностей, при цьому із формул для 
анізотропної поверхні витікають співвідношення для 
ізотропної поверхні. 

2. Показано, що при граничних значеннях 
показника широкосмужності спектру (α) ізотропної 
шорсткої поверхні спостерігається або лінійна 
залежність середньої кривини у вершині від 
нормованої висоти вершин при гранично вузькому 
спектрі (α=1,5), або середня кривина у вершині 
однакова для всіх нормованих висот вершин при 
гранично широкому спектрі (α→∞), а для величини 
нормованої середньої кривини у вершині 
спостерігається залежність або лише від одного 
параметра нормованої висоти (для вузького спектру: 
α=1,5), або ця кривина є сталою і дорівнює 1,5045… 
(для широкого спектру: α→∞). Високі піки нано- та 
мікронерівностей ізотропної шорсткої поверхні завжди 
мають більшу кривину, ніж низькі піки. 

3. У випадку ізотропної шорсткої поверхні повна 
кривина у вершині нано- та мікронерівностей 
збільшується із зростанням нормованої висоти вершин, 
а із зростанням показника широкосмужності спектру 
(α) швидкість зростання повної кривини у вершині 
зменшується, при цьому при граничних значеннях 
показника широкосмужності спектру (α) нормована 
повна кривина у вершині залежить або лише від 
одного параметра – нормованої висоти (для вузького 
спектру: α=1,5), або є сталою і дорівнює 2,1307… (для 
широкого спектру: α→∞). 

4. Нормовані головні кривини у вершинах нано- 
та мікронерівностей ізотропної шорсткої поверхні є 
сталими величинами. 

5. Ідеальна сферична модель в загальному 
випадку не має місця під час моделювання нано- та 
мікрошорсткої поверхні ізотропним випадковим 
полем, бо завжди, поруч зі сферичними виступами, має 
місце наявність несферичних виступів. Цей факт 
необхідно враховувати під час опису фізико-хімічних 
явищ і процесів, які відбуваються на нано- та 
мікрошорстких поверхнях твердих тіл. 
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The mathematical description of anisotropic rough surfaces of solid states has been resulted using the model of 
random field. It has been shown that from formulas for average, absolute, main curvatures and correlation of main 
curvatures in peaks of nano- and microinequalities of anisotropic surface follow formulas for isotropic surface. 
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